




























We shall show that a omplete manifold of dimension n with Ric ≥
n−1 and its n-st eigenvalue lose to n is both Gromov-Hausdor lose
and dieomorphi to the sphere. This extends, in an optimal way, a
result of P. Petersen [13℄ (as a by-produt, we ll a gap stated in the




is both Gromov-Hausdor lose and dieomor-




. This extends results of T. Colding [8℄
and T. Yamaguhi [17℄.
Nous montrons qu'une variété omplète de dimension n, de our-
bure Ric ≥ n−1 et dont la n-ième valeur propre est prohe de n est
Gromov-Hausdor prohe de (Sn, can) et diéomorphe à Sn. Ce ré-
sultat étend de manière optimale un résultat de P. Petersen [13℄ (au
passage nous omblons le trou annoné par l'auteur dans l'erratum
[14℄). Nous montrons également qu'une variété vériant Ric ≥ n−1 et
de volume prohe de
Vol Sn
#π1(M)




et Gromov-Hausdor prohe de la métrique anonique. Cei
améliore des résultats de T. Colding [8℄ et T. Yamaguhi [17℄.
1 Introdution
Dans et l'artile, M désigne par défaut une variété rieman-
nienne omplète de dimension n et de ourbure de Rii
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Ric ≥ (n−1). Dans et ensemble de variétés, la sphère Sn (munie de sa
métrique anonique) est un point extrémal pour de nombreux invari-
ants riemanniens. Des théorèmes de omparaison lassiques dûs à S.
Myers, R. Bishop, A. Lihnerowiz, S. Cheng et M. Obata astreignent
les variétés de et ensemble à vérier DiamM ≤ Diam Sn = π (et
don M est ompate et π1(M) est ni), VolM ≤ Vol Sn, RadM ≤
RadSn = π (où Rad désigne le radius, i.e. le rayon de la plus petite
boule géodésique qui reouvre toute la variété), λ1(M) ≥ λ1(Sn) = n
(où 0 = λ0(M) < λ1(M) ≤ λ2(M) ≤ . . . désigne le spetre du lapla-
ien sur la variété, ompté ave multipliité). De plus, si l'égalité est
réalisée dans une de es inégalités, alors la variété M est isométrique à
la sphère anonique Sn (auquel as, n est une valeur propre de M de
multipliité n+ 1).
Au vu de es faits, il est naturel de herher les propriétés (topolo-
giques, diérentiables ou métriques) de S
n
qui sont onservées par les
variétés riemanniennes de ourbure Ric ≥ n−1 pour lesquelles l'un des
invariants riemanniens onsidérés plus haut prend une valeur susam-
ment prohe de sa valeur extrémale.
Dans [8℄ et [9℄, T. Colding montre que les trois onditions suivantes
sont équivalentes (toujours sous l'hypothèse Ric ≥ n−1):
(1) VolM est prohe de Vol Sn,
(2) RadM est prohe de π,
(3) M est Gromov-Hausdor prohe de Sn.
P. Petersen a par la suite prouvé que la ondition (2) est équivalente
à e que les n+1 premières valeurs propres (non nulles) du laplaien de
M soient prohes de n (voir [13℄). De plus, es 4 onditions impliquent
que M est diéomorphe à Sn, d'après le:
Théorème 1 (J. Cheeger-T. Colding, [7℄) Soient K un réel xé
et (Mnp , gp)p∈N une suite de variétés riemanniennes omplètes vériant
Ricgp ≥ K et qui onverge au sens de Gromov-Hausdor vers une
variété riemannienne (Mn∞, g) ompate (de même dimension). Alors
Mp est diéomorphe à M∞ pour p assez grand.
Le but de et artile est de démontrer trois résultats de stabilité
nouveaux. Le premier est une version optimisée (et quantitative) du
résultat de P. Petersen [13℄:
Théorème 2 Il existe des onstantes ǫ(n) > 0, β(n) > 0 et C(n) > 0
telles que si les n premières valeurs propres non nulles du laplaien de
M sont inférieures à n + ǫ(n) alors la distane de Gromov-Hausdor
entre S
n




et M est don diéo-
morphe à Sn.
Notons que dans notre shéma de preuve, une approximation de
Hausdor à valeur dans Sn est expliitement onstruite, e qui rend
2
alulable la valeur ǫ(n) à partir de laquelle elle existe.
Remarque. Le théorème A est optimal en e qui onerne la première
onlusion, puisqu'on onstruit dans et artile une suite de métriques
gk sur S
n
telle que Ric(gk) ≥ n− 1, λi(gk)→ n pour 1 ≤ i ≤ n− 1 et
telle que la suite (Sn, gk) tende (en distane de Gromov-Hausdor) vers
la demi-sphère de dimension n−1 munie de sa métrique anonique. En





implique que la variété Mn est diéomorphe
à Sn est enore un problème ouvert (il résulte du théorème A et de
ontre-exemples dûs à M. Anderson [1℄ et Y. Otsu [12℄ que ette valeur
est omprise entre 2 et n).
Notons qu'il est démontré dans [5℄ que M possède k petites valeurs
propres prohes de n si et seulement s'il existe une partie de M Haus-
dor prohe de Sk−1. De ei et du théorème A déoule le:
Corollaire 3 Il existe des onstantes ǫ(n) > 0, β(n) > 0 et C(n) >
0 telles que, si M ontient une partie A qui, munie de la distane
induite, est à distane de Gromov-Hausdor de (Sn−1, can) inférieure
à ǫ ≤ ǫ(n), alors M est diéomorphe à Sn et M est à distane de
Gromov-Hausdor de Sn inférieure à C(n)ǫβ(n).
Remarque. Ce orollaire est enore valable s'il existe seulement une
partie A de M qui est Gromov-Hausdor prohe du sous ensemble
{±e1, . . . ,±en} de Sn (où (e1, . . . , en) est une base orthonormée de
Sn).
Avant d'énoner les autres résultats prinipaux de et artile, rap-
pelons le volume d'une variété M de ourbure Ric ≥ n−1 est majoré
parVolSn/#π1(M), l'égalité étant atteinte si et seulement si π1(M) est
un sous-groupe (ni) de O(n+1) agissant librement sur Sn et si la var-
iété riemannienne M est l'espae lentiulaire Sn/π1(M). De même, si
M est non orientable, alors son volume est majoré par Vol(Sn, can)/2,
l'égalité étant atteinte si et seulement si la dimension n est paire et
M = PnR.
Dans le as oùM est de volume presque maximal, nous prouvons les
deux résultats suivants (qui améliorent à la fois un résultat de T. Cold-
ing, qui ne traite que le as où le volume de M est prohe de elui de
S
n
dans [8℄, et un résultat de T. Yamaguhi qui suppose de plus que la
ourbure setionnelle de M est minorée par une onstante −K2 dans
[17℄):
Théorème 4 Il existe des onstantes ǫ(n) > 0, β(n) > 0 et C(n) >




1 − ǫ(n)), alors la distane de Gromov-Hausdor entre M et





et M est diéomor-
phe à Pn(R).
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On remarquera que e résultat s'applique au as non-orientable et
que, dans e as, la onlusion est que n est pair,M est diéomorphe à
Pn(R) et Gromov-Hausdor prohe de Pn(R). Dans le as où le groupe
fondamental est de ardinal quelonque, on a le:
Théorème 5 Soit k ∈ N∗. Il existe des onstantes ǫ(n, k) > 0, β(n) >





1− ǫ(n, k)) et #π1(M) ≥ k,
alors π1(M) est un sous-groupe (de ardinal k) de O(n + 1) agis-
sant librement sur Sn, la distane de Gromov-Hausdor entre M et





et M est diéo-
morphe à l'espae lentiulaire Sn/π1(M).
En remarquant que tout espae lentiulaire non simplement on-
nexe est de diamètre majoré par
π
2 , on obtient, en ourbure de Rii
minorée par n−1, le:
Corollaire 6 Il existe des onstantes ǫ(n) > 0 et δ(n) > 0 telles que





1− δ(n)) et DiamM ≥ π
2
+ ǫ(n),
alors M est simplement onnexe.
D'après l'amélioration de l'inégalité de Lihnerowiz sur le λ1 don-
née par [4℄, on a un énoné équivalent où l'hypothèse sur le diamètre
est remplaée par l'hypothèse λ1 ≤ n+δ(n) (où δ(n) est une onstante
stritement positive dont un minorant est donné dans [4℄).
On obtient aussi l'amélioration suivante des théorèmes de Lih-
nerowiz et de Myers:
Corollaire 7 Il existe des onstantes α(n) > 0 et δ(n) > 0 telles que
















Plan de l'artile: Dans la setion 2 nous établissons les estimées
analytiques sur les fontions propres de M néessaires à nos démon-
strations, dans la setion 3 nous nous plaçons dans le as où M admet
n + 1 valeurs propres prohes de n et, en suivant [10℄ et [13℄, nous
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onstruisons à l'aide de es fontions propres une approximation de
Hausdor Φ de M dans Sn de degré ±1 (nous prouvons e dernier fait,
qui manquait dans [13℄; voir l'erratum [14℄). Cependant, notre méth-
ode de preuve s'appuiera sur des arguments diérents de eux proposés
dans [10℄ et [13℄. Dans la setion 4, nous montrons qu'un sous-groupe
ni d'isométries de M admet une ation isométrique sur Sn qui rend
Φ équivariante et que, si la première ation est libre, alors la seonde
l'est aussi. Dans la setion 5, nous donnons la preuve des théorèmes
B et C. Pour ela, montrons que nos variétés sont Hausdor prohes
d'un quotient de la sphère par un groupe ni d'isométries, mais pour
pouvoir onlure, il faut toutefois montrer que e quotient est une var-
iété non singulière. Pour e point déliat, T. Yamaguhi utilise dans
[17℄ une hypothèse supplémentaire de minoration de la ourbure se-
tionnelle, qui implique une minoration de la systole de M . Nous nous
passons de ette hypothèse grae au résultat de la setion 4 (quant à
la tehnique de T. Colding pour traiter le as k=0 du théorème 5, elle
utilise de manière essentielle le fait que l'espae modèle est dans e as
de Radius π; ette ne peut pas s'adapter trivialement pour démontrer
le théorème 5). En setion 6 nous prouvons le théorème A et dérivons
en setion 7 la famille de ontre-exemples qui prouve l'optimalité du
théorème A.
Remeriements. Je remerie S. Gallot pour ses nombreux enourage-
ments et U. Suter pour les nombreuses onversations onernant le
lemme 17.
2 Valeurs propres prohes de n et fontions
propres assoiées
Fibré augmenté de E. Ruh [16℄:
Notons E →M le bré vetoriel obtenu omme somme de Withney
de TM et d'un bré trivial en droite (on notera E = TM ⊕ R e). Le
produit salaire et la onnetion linéaire suivants munissent E d'une
struture de bré riemannien:
< X + fe, Y + he >E= g(X,Y ) + fh
DEZ (X + fe) = D
M
Z X + fZ +
(
df(Z)− g(Z,X)).e
où on a noté g la métrique de M et DM sa onnetion de Levi-Civita.
Remarque. Le bré normal de Sn dans Rn+1 est un bré trivial
en droite dont la somme de Withney ave TSn, munie de la métrique
dérite plus haut n'est autre que le bré trivial E = Sn × (Rn+1, can).
Rappelons que les fontions propres de Sn assoiées à la valeur propre
n sont de la forme f(x) =< u, x >Rn+1, où u est un veteur quelonque
de Rn+1. Notons e(x) = x, alors la orrespondane f 7→ ∇f + f.e = u
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donne une identiation naturelle entre l'espae des fontions propres
assoiées à la valeur propre n de Sn et les setions parallèles du bré
E. On va montrer dans la suite que ette orrespondane se généralise
à toutes les variétés de ourbure de Rii presque minorée par n−1: le
laplaien deM sur les fontions aura autant de valeurs propres prohes
de n que le laplaien brut △E sur E aura de valeurs propres prohes
de 0 (proposition 10) et les setions de E de la forme ∇f+fe, où f est
une fontion propre assoiée à une valeur propre prohe de n, seront
presque "parallèles" (lemme 11). Inversement les fontions de la forme
< S, e >E , où S sont des setions propres assoiées à de petites valeurs
propres seront presque des fontions propres assoiées à des valeurs
propres prohes de n.
Opérateur △sph:
Dans la suite, on note pi la projetion orthogonale de E sur son sous-
bré TM et A la symétrie orthogonale d'hyperplan TM . On dénit




) − (n − 1)π(S). On notera par la suite △sph l'opérateur
△E +Ric′.
Setions Sf = ∇f + f.e:
Le lemme suivant sera fondamental pour relier les fontions propres
de M aux setions propres de △E :
Lemme 8 Soit f : M → R telle que △f = λf . On pose Sf =
∇f + f.e, on a alors la relation △sph(Sf ) = (λ− n)A(Sf ).
Preuve. Un alul diret donne:
△E(Sf )(x) = △M∇f −∇f + nf.e−△f.e,
où △M est le laplaien brut de TM . Enn, l'opérateur △M + RicM
n'est autre que l'opérateur de Hodge △H sur les hamps de veteurs,
qui ommute ave ∇, d'où la relation annonée.
Correspondane fontions/setions propres
Nous aurons besoin d'une minoration de la première valeur propre
λ11 du laplaien de Hodge sur les 1-formes de M . L'inégalité suiv-
ante déoule d'une variante de la méthode de Lihnerowiz. Nous en
donnons une preuve suinte:
Lemme 9 Soit M vériant Ric ≥ n − 1, alors λ11(M) ≥ n (resp. la
première valeur propre du laplaien de Hodge, restreint aux 1-formes
o-fermées est minorée par 2(n− 1)).
Preuve. Soit α ∈ Λ1(M). En déomposant orthogonalement Dα en
partie antisymétrique
dα
2 , partie symétrique sans trae et partie salaire
6




n . En intégrant la formule de
Bohner on obtient:
(△α, α) = ‖Dα‖22 +
∫
M








Si dα = 0, alors ‖δα‖22 = (△α, α) et don (△α, α) ≥ n‖α‖2. Si δα = 0,
alors ‖dα‖22 = (△α, α) et don (△α, α) ≥ 2(n− 1)‖α‖2.
Nous en déduisons que △, △E et △sph ont le même nombre de
petites valeurs propres, 'est la:
Proposition 10 Il existe des onstantes α′(n) > α(n) > 0 (expliite-
ment alulables) telles que, si M est une variété omplète vériant
Ric ≥ n−1, alors:
(i) λn+2(M) ≥ n+ α′(n) et λn+2(△sph) ≥ λn+2(△E) ≥ α′(n).





Réiproquement, si λk(△E) ≤ α(n) alors
λk(M) ≤ n+ 200n2
√
λk(△E).
Preuve. La première série d'inégalités annonée en (ii) déoule di-
retement de la positivité du potentiel Ric′, du lemme 8 et du prinipe
du min-max.
Pour nir de démontrer (ii), notons (Si)1≤i≤k une famille L2-ortho
normée de setions propres (assoiées aux k premières valeurs propres)
de△E . Notons E l'espae vetoriel engendré par les setions (Si)1≤i≤k,
muni du produit salaire L2 de E, et F = Ψ(E), où Ψ(S) =< S, e >E
(notons que F est engendré par les fontions fi =< Si, e >E). Nous
allons onlure en appliquant le prinipe du min-max à F :
• Les fontions de F sont d'intégrale nulle ar△E est auto-adjoint,










< Si, e >E= 0.
• Ψ est une appliation injetive, et don F est un espae de fon-
tions de dimension k: si S ∈ KerΨ ∩ E , alors S = X ∈ Γ(M) et
‖DES‖22 ≤ α(n)‖S‖22 < ‖S‖22. Or DEYX = DMY X − g(X,Y )e, et don
‖DES‖22 = ‖DMX‖22+‖X‖22 ≥ ‖X‖22 = ‖S‖22. On en déduit que S = 0.
• Il ne reste plus qu'à montrer que le quotient de Rayleigh des
fontions de F est presque plus petit que n. Soit don f ∈ F \ {0}. Il
existe don α ∈ Λ1(M) tel que S = α# + f.e ∈ E , e qui donne:
‖DMα# + fIdTM − (df − α).e‖22 = ‖DES‖22




Dont on déduit les deux inégalités suivantes:
‖DMα+ fg‖22 ≤ λk(△
E
)(‖α‖22 + ‖f‖22)
‖df − α‖22 ≤ λk(△
E
)(‖α‖22 + ‖f‖22)
La deuxième de es inégalités donne l'inégalité:∣∣∣‖df‖2‖f‖2 − ‖α‖2‖f‖2
∣∣∣ ≤√λk(△E)(1 + ‖α‖2‖f‖2
)
.
On est don ramené à montrer que le rapport
‖α‖22
‖f‖22 est presque majoré
par n. Or, en proédant omme dans la démonstration du lemme 9:
‖dα‖22
2
+ ‖f − δα
n














Enn, d'après le lemme 9, on a (△α, α) ≥ n‖α‖22. En ombinant les







dès que α(n) ≤ 136n4 , e qui permet de onlure.
(i) sera démontré pour l'opérateur △E dans la setion suivante.
Pour les autres opérateurs, ela déoule alors de (ii).
Remarque. On pourrait renforer l'analogie ave le as de Sn dérit
préédemment en montrant que, si f est une ombinaison linéaire des
fontions propres de M assoiées à des valeurs propres prohes de n,
alors Sf est L
2
-prohe d'une ombinaison linéaire des setions propres
de △E assoiées à de petites valeurs propres (la réiproque est aussi
vraie en remplaçant f 7→ Sf par S 7→< S, e >E).
Estimées sur les fontions propres
Soit (
√
n+ 1.fi)1≤i≤k une famille L2-orthonormée de fontions pro
pres de M assoiées à des valeurs propres 0 < λ1 ≤ . . . ≤ λk ≤ n+ ǫ.
On lui assoie la famille L2-orthogonale (Si)1≤i≤k de setions du bré
E dénies par Si = ∇fi+fie. On obtient alors les estimées analytiques
et géométriques suivantes :
Lemme 11 Il existe des onstantes α(n) > 0 et C(n) > 0 (expliite-
ment alulables) telles que si M vérie λk ≤ n + ǫ (ave ǫ ≤ α(n)),
alors :
(i) ‖∑ki=1 αiSi‖∞ ≤ (1 + C(n)√ǫ)‖∑ki=1 αiSi‖2,
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pour tout (αi) ∈ Rk.
(ii) Il existe un sous-ensemble Mǫ de M tel que :
VolMǫ ≥
(
1− C(n)ǫ 14 )VolM
| < Si(x), Sj(x) >E −δij | ≤ C(n)ǫ 14 pour tout x ∈ Mǫ et tout ouple
(i, j).
Remarque. Si la famille (Si)1≤i≤k est une famille L2-orthonormée de
setions propres d'un opérateur △E+V à potentiel V positif assoiées
à des valeurs propres λ1(△E + V ) ≤ . . . ≤ λk(△E + V ) ≤ ǫ (ave
ǫ ≤ α(n)), alors les propriétés (i) et (ii) sont enore valables (la preuve
qui suit s'adapte failement).





L2-orthonormée et vérie △sphSi = (λi − n)A(Si) pour tout indie




‖S‖2 , où p ∈]1,+∞].
Soit S ∈ Ek \ {0} et posons u =
√|S|2 + ǫ2 pour ǫ > 0. D'après
l'inégalité de Kato, on a u△u ≤< △ES, S >E≤ |△sphS|u. On en












En appliquant l'inégalité de Sobolev ‖f‖22n
n−2
≤ C(n)‖df‖22+ ‖f‖22 don-







(ette inégalité reste valable en dimension 2 en remplaçant n par 4).
Or Ek est un espae stable par A△sph et A est une isométrie, on a
don :
‖△sphS‖2p = ‖A△sphS‖2p ≤ A2p‖A△sphS‖2 ≤ A2p(λk − n).‖S‖2.






















en posant ν = n(n−2) .






Nous allons maintenant prouver que l'inégalité (i) implique la pro-
priété (ii). Posons Mǫ l'ensemble des points x ∈M où:
|Si(x) + Sj(x)|2E ≥ 2(1− ǫ
1




|Si(x)|2E ≥ 1− ǫ
1
4 ∀i < j













































(1− ǫ 14 )
















≥ 1− k2C(n)ǫ 14 , pour ǫ ≤ α(k, n)
assez petit. D'après (i), on a pour tout x ∈Mǫ et tout i 6= j :∣∣< Si(x), Sj(x) >E∣∣ = ∣∣∣ |Si(x) + Sj(x)|2 − |Si(x) − Sj(x)|2
4
∣∣∣
≤ 2(1 + C(n)
√




∣∣‖Si(x)‖2E − 1∣∣ ≤ C′(n)ǫ 14 . Supposons k > n + 1: en
appliquant e qui préède à la famille (Si)1≤i≤n+2, on obtient que
| < Si, Sj > −δij | ≤ C(n)ǫ 14 sur Mǫ. Mais alors, il existe au moins
un point x de M où la famille (Si(x))1≤i≤n+2 est de rang n + 2, e
qui est impossible ar E est de rang n+ 1. On en déduit d'abord que
k ≤ n + 1 (et don le (i) de la proposition 10), puis la propriété (ii)
annonée.
3 Variétés admettant n + 1 petites valeurs
propres
Dans ette setion nous étudions les variétés omplètes vériant Ric ≥





orthonormée de fontions propres assoiées aux valeurs propres n ≤
λ1 ≤ . . . ≤ λn+1 ≤ n+ ǫ et onsidérons l'appliation:




)1/2 .(f1(x), . . . , fn+1(x)) (1)
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Nous démontrons dans ette setion la:
Proposition 12 Il existe des onstantes α(n) > 0 et C(n) > 0 (ex-
pliitement alulables) telles que si M est une variété omplète qui
vérie Ric ≥ (n− 1) et λn+1 ≤ n+ ǫ (pour ǫ ≤ α(n)), alors :
VolM ≥ (1− C(n)ǫ 12(n+1) )Vol Sn.
et l'appliation Φ est une approximation de Hausdor à valeur dans
Sn de degré ±1. Plus préisement, pour tout ouple de points (x, y) de
M , on a:
|dSn(Φ(x),Φ(y)) − dM (x, y)| ≤ C(n)ǫ
1
384(n+1)3 .
Remarque. Notre shéma de preuve est une adaptation de elui de
P. Petersen dans [13℄ (voir aussi [2℄). Toutefois, nous orrigeons l'erreur
faite par P. Petersen sur le alul du degré de Φ (voir l'erratum [14℄)
e qui est indispensable pour notre démonstration des résultats an-
nonés en introdution. Pour la démonstration du fait que Φ est une
approximation de Hausdor, nous renvoyons à l'artile [13℄ de P. Pe-
tersen (noter que d'après e qui suit, Φ est surjetive). On pourra
regarder aussi [3℄, où la même propriété est démontrée sous des hy-
pothèses de pinement intégral de la ourbure de Rii passant sous
n−1 et la forme du majorant de la distane de Gromov-Hausdor est
expliitement alulée.
Φ est bien dénie sous nos hypothèses :
Cela déoule du:
Lemme 13 Il existe des onstantes α(n) > 0 et C(n) > 0 (expliite-
ment alulables) telles que si λn+1 ≤ n + ǫ (ave ǫ ≤ α(n)), on a :
‖∑n+1i=1 f2i − 1‖∞ ≤ C(n)ǫ 12(n+1) .
Preuve. Soit x0 un point quelonque de M . En appliquant le lemme









)2 ≤ (1 + C(n)√ǫ)2‖ n+1∑
i=1
fi(x0)Si‖22





On en déduit que la fontion h =
n+1∑
i=1







et ‖dh‖∞ ≤ C′(n). Le résultat annoné déoule
alors du lemme suivant :
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Lemme 14 Soient (Mn, g) ompate et vériant Ric ≥ 0 et h :M →
R une fontion lipshitzienne, alors:





(‖h‖∞ − ‖h‖1) 1n+1 .
















On en déduit que ‖h‖∞− ‖h‖1 ≥ VolB(x,η)VolM
(‖h‖∞− |h(x)| − ‖df‖∞η).
Posons η = ‖h‖∞−|h(x)|2‖df‖∞ > 0. Le théorème de Bishop-Gromov, donne
alors:




Calul de dΦ :
Soit x un point de M , alors dxΦ est une appliation de TxM dans
TΦ(x)S
n ⊂ Rn+1. On note tdxΦ l'appliation transposée de dxΦ vu
omme une appliation de (TxM, gx) dans R
n+1
muni de son pro-
duit salaire anonique, qu'on notera < ., . >
Rn+1
. Si (εi)1≤i≤n+1































(où TM est vu omme
un sous-bré de E). En partiulier, pour tout veteur v de TΦ(x)S
n(=











Φ est presque ontratante:
Les lemmes 11 et 13 nous donnent alors le:
Lemme 15 Si M vérie Ric ≥ n − 1 et si λn+1 ≤ n + ǫ (ave ǫ ≤




Si M est orientable, alors degΦ = ±1
Soit x un point de M et (Xi) une base orthonormée direte de
TxM . Pour tout x ∈ M , on munit Ex de l'orientation induite par
TM (i.e. telle que (X˜i)1≤i≤n+1 = (X1, · · · , Xn, e) soit une base di-
rete de Ex). On note Lx : R
n+1 → Ex l'appliation dénie par
Lx(v) =
∑n+1
i=1 viSi(x) et h(x) = detLx (le déterminant étant alulé
relativement à des bases orthonormées diretes des espaes de départ
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et d'arrivée). En alulant h dans une base orthonormée direte de































pour tout v ∈ Rn+1. Par ailleurs, pour tout ouple (u, v) de veteurs
de R
n+1








∣∣< Si, Sj >E −δij∣∣‖u‖Rn+1‖v‖Rn+1
et don, d'après le lemme 11 (ii),
∥∥tLx ◦ Lx − IdTΦ(x)Sn∥∥ ≤ C(n)ǫ 14 ,
pour tout point x du sous-ensemble Mǫ, i.e. |h2(x) − 1| ≤ C(p, n)ǫ 14


















1, ‖h2‖∞ − 1|
)
≤ C(n)ǫ 14
Pour obtenir le degré de Φ, 'est l'intégrale 1VolM
∫
M
h que l'on doit
estimer.Nous allons utiliser l'inégalité de Poinaré pour montrer que la
moyenne de h est prohe de sa norme L2. Pour ela, il faut montrer
que la norme L2 de dh est petite:
En prenant la base anonique de Rn+1 omme base orthonormée
au départ, et une base orthonormée direte quelonque (X˜i(x)) de Ex
à l'arrivée, on obtient h(x) = det
(
< X˜i, Sj >E
)
. Soit x un point donné
de M , X ∈ TxM et γX la géodésique passant par x ave le veteur
vitesse X . On note (X˜i) le repère transporté parallèlement le long de













<X˜1, S1> . . . <X˜1, D
E
XSj> . . . <X˜1, Sn+1>∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
<X˜n+1, S1>. . .<X˜n+1, D
E

















la dernière inégalité déoule de la preuve du lemme 10 (ii).






)2 ≤ C(n)ǫ. On déduit
don de l'estimée préédente sur ‖h‖22 que :







≤ 1 + C(n)ǫ 14
Pour onlure, on a degΦVol Sn =
∫








lemme 13 et la majoration de ‖h‖∞ donnent alors
∣∣∣|deg Φ|Vol SnVolM −1∣∣∣ ≤
C(n)ǫ
1
2(n+1) . Comme deg Φ est un entier et que VolM ≤ Vol Sn, on
obtient degΦ = ±1 et VolM ≥ Vol Sn(1− C(n)ǫ 12(n+1) ).
Si λn+1(M) ≤ n+ ǫ(n) alors M est orientable:
Si Mn est non-orientable, on onstruit l'appliation Φ à partir des
fontions propres (fi)1≤i≤n+1 et on note π : M˜ → M le revêtement
riemannien orientable de M . Soit Φ˜ = Φ◦π : M˜ → Sn. On a deg2 Φ˜ =
deg2Φdeg2 π = 0 (où deg2 désigne le degré modulo 2), et don Φ˜ est de
degré orientable pair. Cependant, (M˜n, g˜) vérie aussi Ric ≥ (n−1) et
les fontions f˜i = fi ◦π sont des fontions propres de (M˜n, g˜) assoiées
aux mêmes valeurs propres λi. On en déduit que l'appliation Φ˜ n'est
autre que elle étudiée en e) assoiée à la variété (M˜, g˜) et aux fontions
propres f˜i. Φ˜ doit don être de degré ±1, e qui est ontraditoire.
4 Équivariane de Φ
Nous allons exhiber, sous les hypothèses de la setion 3, un morphisme
du groupe IsomM des isométries de M dans le groupe On+1(R) des
isométries de Sn pour lequel l'appliation Φ est équivariante:
Soit f une fontion propre (△f = λf) et σ une isométrie de la
variété M . Alors △(f ◦ σ) = λ(f ◦ σ). En partiulier, si on suppose
que (
√
n+ 1.fi)1≤i≤k est une base de l'espae de toutes les fontions
propres assoiées aux valeurs propres de M inférieures à un réel α
donné, alors il existe une matrie Aσ de Mk(R) telle que pour tout





















On en déduit que σ 7→ Aσ est un morphisme de groupe de IsomM à
valeur dans Ok(R).
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Dans le as partiulier où M vérie Ric ≥ (n− 1) et λn+1 ≤ n+ ǫ,
le hoix d'une famille (
√
n+ 1.fi)1≤i≤n+1 L2-orthonormée de fontions
propres assoiées aux n+1 premières valeurs propres non nulles de M
induit un morphisme de IsomM à valeurs dans O(n + 1) (d'après le








pour toute isométrie σ.
L'outil entral de la démonstration des théorèmes B et C est le lemme
suivant:
Lemme 16 Soient M une variété omplète vériant Ric ≥ n−1 et
λn+1 ≤ n + ǫ (pour ǫ ≤ α(n)), et Φ : M → Sn l'appliation dénie
dans la setion 3. On se donne de plus G un groupe ni d'isométries
agissant librement sur M . Le morphisme σ 7→ Aσ est alors injetif
sur G et A(G) est un sous groupe de On+1(R) agissant librement sur




de Hausdor de M/G sur Sn/A(G).
Preuve. Si σ ∈ KerA alors la variété quotient de M par le groupe
< σ > vérie aussi Ric ≥ n − 1 et λn+1 ≤ n + ǫ. Mais alors M et
M/ < σ > ont des volumes presqu'égaux à elui de (Sn, can) (d'après
12). Or le ardinal de < σ > est égal au rapport de es volumes (ar
< σ > agit librement), et don KerA = {idG}.
G est un groupe agissant par isométrie surM et Sn, et Φ est une ap-
pliation équivariante pour es deux ations. Φ passe don au quotient
en une appliation de la variété riemannienne M/G sur (l'orbifold)
S









Pour montrer que G agit librement sur Sn, ommençons par re-
marquer que d'après le théorème 1, on peut supposer que sous les
hypothèses du lemme, Mn = Sn (remarquez que dans la suite on a
juste besoin que M soit homéomorphe à Sn, et don [15℄ sut). On
utilise alors le:
Lemme 17 Soit G un groupe ni, soient αi : G × Sn → Sn, i = 1, 2
deux ations sur la sphère Sn et Φ : (Sn, α1)→ (Sn, α2) une appliation
équivariante qui est de degré ±1. Si α1 est libre alors α2 est aussi libre.
Si α2 n'est pas libre, alors G admet un élément non trivial σ tel que
α2(σ) xe un point de S
n
. Quitte à remplaer G par < σl > (pour l
bien hoisi), on peut se ramener au as où G est un groupe de ardinal
p premier xant un point de Sn par l'ation α2. NotonsMΦ le ylindre
de l'appliation Φ. Au ouple (MΦ, S
n) est alors assoié la suite longue
exate en ohomologie relative (à oeients dans Z/pZ) suivante:
0→ H0(MΦ,Z/pZ) Φ
∗
→ H0(Sn,Z/pZ)→ H1(MΦ, Sn;Z/pZ)→ . . .




Or, pour tout 1 ≤ i < n, on a Hi(MΦ,Z/pZ) = Hi(Sn,Z/pZ) =
{0} et don Hi(MΦ, Sn;Z/pZ) = {0}. Enn, puisque Φ est de degré




pour tout entier i ≥ 0.
Comme Φ est équivariante, les ations α1 et α2 induisent une ation
αΦ sur MΦ dont les points xes Fix(αΦ) s'identient aux points xes
de α2 (ar α1 est sans point xe). D'après un théorème dû à E. Floyd











et don Hk(Fix(α2), ∅;Z/pZ) = Hk(Fix(α2);Z/pZ) = {0} pour tout
entier k, e qui implique Fix(α2) = ∅. D'où une ontradition (re-
marquez que dans le as qui nous interesse dans la suite, α2 agit par
isométrie, est don Fix(α2) ne pouvait être a priori que vide ou une
sous-sphère).
5 Démonstration des théorèmes B et C
Sous les hypothèses des théorèmes B et C, le revêtement riemannien
universel (resp. orientable) (M˜, g˜) de la variété M vérie Ric ≥ n− 1
et est de volume presque égal à Vol Sn. On en déduit que (M˜, g˜) vérie





(e résultat déoule qual-
itativement de [13℄; voir [3℄ pour une autre preuve et le alul de la
forme du majorant). Le lemme 16 implique alors que π1(M) (resp. le
groupe du revêtement orientable) agit librement sur Sn par isométrie
et que le quotient de Φ˜ réalise une approximation de Hausdor de
M (ar le revêtement est normal) sur Sn/π1(M) (resp. S
n/(Z/2Z)).
Pour la démonstration du théorème B, remarquons que le seul groupe
d'isométries de ardinal 2 agissant librement sur Sn est {±Id}, et don
nos variétés sont prohes de PnR en distane de Gromov-Hausdor.
Pour le théorème C, remarquons que le ardinal de π1(M) est ex-
atement k et que les groupes d'isométries de Sn de ardinal k sont
en nombre nis (quand ils existent). On en déduit que sous les hy-
pothèses des théorèmes B et C, les variétés sont prohes d'un nombre
nis de variétés riemanniennes ompates possibles de même dimen-
sion. D'après le théorème 1, on en déduit l'existene d'une onstante
α(n, k) > 0 telle que nos variétés soient diéomorphes aux espaes
lentiulaires annonés.
16
6 Démonstration du théorème A
Nous allons en fait montrer que sur une variété vériant Ric ≥ n− 1,
l'existene de n valeurs propres prohes de n implique l'existene d'une
n+1-ième valeur propre prohe de n.
Nous ommençons par supposer queM est orientable. On munit E
(omme dans la setion 3) de l'orientation ompatible ave elle de TM .
Si (S1, · · · , Sn) est une famille de setions de E, on note S = S1∧· · ·∧Sn
la setion duale de la 1-forme S 7→ det(S1, · · · , Sn, S). S1∧· · ·∧Sn est
bien évidemment L2-orthogonale aux setions Si pour tout i. On a de
plus les relations DEX(S1 ∧ · · · ∧Sn) =
∑n
i=1 S1 ∧ · · · ∧DEXSi ∧ · · · ∧ Sn
pour tout X ∈ TM et |S1∧ . . .∧Sn|E ≤ |S1|E . . . |Sn|E . On peut alors
démontrer un premier résultat :
Lemme 18 Il existe des fontions α(n) > 0 et C(n) > 0 (expliite-
ment alulables) telles que si M est orientable et vérie λn(△E) ≤ ǫ
(ave ǫ ≤ α(n)) alors λn+1(△E) ≤ C(n)ǫ.
Preuve. Soit (S1, · · · , Sn) une famille L2-orthonormée de setions
propres de △E assoiées aux n premières valeurs propres et Sn+1 =






Montrons que la norme L2 de Sn+1 est prohe de 1: d'après la remarque
qui suit le lemme 11, on a ‖Sn+1‖∞ ≤
∏
i≤n ‖Si‖∞ ≤ 1 + C(n)
√
ǫ, et
il existe un sous-ensemble Mǫ de M tel que :
| < Si, Sj >E −δij | ≤ C(n)ǫ 14 VolMǫ ≥
(
1− C(n)ǫ 14 )VolM
Fixons un point x deM et (X1, . . . , Xn+1) un repère orthonormé diret
de Ex tel que Vect
(




S1(x), . . . , Sn(x)
)
oïnident,
on a alors S1 ∧ . . . ∧ Sn = cXn+1, où c2 vaut:
det
< S1, S1 >E . . . < Sn, S1 >E∣∣∣ ∣∣∣
< S1, Sn >E . . . < Sn, Sn >E

On en déduit que:∣∣|Sn+1(x)|2 − 1∣∣ = |c2 − 1| = ∣∣det(< Si, Sj >E)ij − det In∣∣ ≤ C(n)ǫ 14 ,
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2C(n) ≤ C(n)ǫ 14
(Si)1≤i≤n+1 est don L2 presque othonormée et que ‖DESi‖22 ≤ C(n)ǫ
pour tout 1 ≤ i ≤ n+1. Par l'inégalité de Cauhy-Shwarz, on obtient
que pour toute ombinaison linéaire S des setions S1, . . . , Sn et Sn+1
on a ‖DES‖22 ≤ C(n)ǫ‖S‖22. Le prinipe du min-max onlut.
On peut alors en déduire la proposition suivante (remarquer qu'on
ne suppose plus que M est orientable) qui ombinée à la proposition
12 et au theorème 1 démontre le théorème A :
Proposition 19 Il existe des onstantes α(n) > 0 et C(n) > 0 (uni-
versellement alulables) telles que si M vérie λn(M) ≤ n + ǫ (ave
ǫ ≤ α(n)), alors λn+1(M) ≤ n+ C(n)ǫ 12 .
Remarque. Bien évidemment, on peut déliner ette proposition en
remplaçant la onlusion par l'une des inégalités :





où C(n) et β(n) sont des onstantes expliitement alulables.
Preuve. Si M est orientable, la proposition déoule diretement des





1≤i≤n une famille L
2
-orthonormée de
fontions propres assoiées aux n premières valeurs propres non nulles
de M , soit π : (M˜n, g˜) → M le revêtement riemannien orientable de
M et notons f˜i = fi ◦π. Sur (M˜n, g˜) on obtient une fontion f˜n+1 telle
que (
√
n+ 1.f˜i)i≤n+1 soit une famille de fontions propres de (M˜, g˜)





dans On+1(R) onstruit à partir de la famille (f˜i)i≤n+1
















, e qui est ontraditoire.
Remarque. La preuve de la proposition 19 peut se faire sans théorie





2, xe l'hyperplan engendré par les fontions (fi ◦ π) et don agit par
symétrie orthogonale hyperplane sur Sn. On en déduit que l'appliation
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Φ˜ de degré ±1 onstruite à partir des fontions propres (f˜i)i≤n+1 passe
au quotient en une appliation Φ de M sur la demi-sphère 12S
n
dont
le degré modulo 2 est égal à 1. Or M est une variété sans bord et 12S
n
est une variété à bord (et même ontratile), le degré modulo 2 de Φ
ne peut don être que nul, d'où une ontradition.
7 Optimalité du théorème A
Pour lore et artile, nous allons montrer que pour tout entier p ∈
{1, . . . , n−1}, il existe une suite (gk)k∈N de métriques sur Sn qui vérie
Ric ≥ (n−1), λp(gk) → n, λp+1(gk) → β(n) > n, V ol(gk) → 0,
(Sn, gk) tend en distane de Gromov-Hausdor vers la demi-sphère
anonique de dimension p et par onséquent, la suite des Radius tend
vers
π
2 (e qui montre qu'auun des résultats de stabilité obtenu dans
la proposition 19 et dans la remarque qui la suit ne se généralise sous
l'hypothèse λn−1 ≤ n+ǫ). En revanhe, nous n'avons pas enore réussi
à onstruire une suite de variétés non diéomorphes à Sn de ourbure
de Rii supérieure à (n−1) et telle que la suite des λn−1 tende vers n
(voir [1℄ ou [12℄ pour des variétés non homotopes à Sn admettant des
métriques de ourbure de Rii supérieure à (n−1) et admettant une
seule valeur propre arbitrairement prohe de n).
Exemple.  La métrique gk est une généralisation des fuseaux en
odimension quelonque. En fait, on onstruit gk en érasant la métri-
que anonique de Sn dans le bré normal à une sous sphère Sp−1. La
diulté étant de régulariser la métrique sur S
p−1
et sur son ut-lous
Sn−p tout en préservant le minorant sur la ourbure de Rii. Nous
dérivons la suite gk dans le as partiulier p = n− 1, la généralisation
aux autres valeurs de p ne pose auun problème (notons que dans le
as p = n, il n'est pas possible d'éraser la métrique dans le fateur






























On note Ik lintervalle ]0,
π
2 − θk[. Sur la variété M = Ik × S1 × Sn−2,
on onsidère la métrique gk = dr
2 + ak(r)
2gS1 + bk(r)
2gSn−2 , où gS1 et
gSn−2 sont les métriques anoniques des sphères S
1
et Sn−2, et où ak
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k sin(kr) sur ]0, ǫk],

















cos(r + θk) sur [ǫk,
π
2 − θk[.





de ǫk et tend vers 0 en 0 (resp. tend vers 0 en
π
2 − θk). La métrique gk
se prolonge en une métrique C1 sur Sn pour laquelle le erle S1 est le
ut-lous de la sous sphère Sn−2.
Pour minorer la ourbure de Rii, on applique les formules de
alul de la ourbure de Rii des doubles-produits tordus (voir par
exemple [12℄). En un point x xé de M on note ∂∂r un veteur tangent
au fateur Ik, u un élément de TxS
1
, v un élément de TxS
n−2
. Alors,
la ourbure de Rii Rick de (S
















































) ≥ k2 sur ]0, ǫk]


































) ≥ k2 sur ]0, ǫk]








































k sur ]0, ǫk]
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= 2 + (n− 3)1− sin
2(r + θk)
cos2(r + θk)
= n− 1 sur [ǫk, π
2
− θk[.
On déduit des aluls préédents que (Sn, gk) est de ourbure de Rii
supérieure à (n−1) pour k assez grand.
Il est évident que le volumes des métriques gk tend vers 0. De plus, la
suite de variétés ainsi obtenue tend (en distane de Gromov-Hausdor)
vers une des hémi-sphères de dimension n−1 que borde la sphère Sn−2:
notons (Nk, hk) la variété ]ǫk,
π
2 − θk[×Sn−2, munie de la métrique
hk = (dr)
2 + cos2(r + θk) gSn−2 ; elle est isométrique à une boule
géodésique de Sn−1 de rayon π2 − (ǫk + θk) (privée de son entre),




, munie de sa métrique
anonique. Par ailleurs, (Nk, hk) se plonge dans (M, gk) de manière
isométrique, via l'appliation (r, v) 7→ (r, u0, v), où u0 est un point xé
de S1. De plus, la distane dans M entre deux points p = (r, u0, v) et
q = (r′, u0, v′) oïnide ave la distane dans Nk entre (r, v) et (r′, v′).
Comme dgk
[
(r, u, v); (r, u0, v)
] ≤ π ηk, on obtient que (M, gk) onverge
vers l'hémisphère de Sn−1 au sens de Gromov-Hausdor. Il nous reste
à montrer que le laplaien de es variétés admet au moins n−1 valeurs
propres prohes de n. Pour ela, nous pouvons soit appliquer [5℄, soit
hoisir des points x0, . . . , xn−2 sur Sn−2 de sorte que dSn−2(xi, xj) = π2
si i 6= j et noter enore xi le point (0, u0, xi) de M ; en appliquant le





forme des métriques gk fait que les intégrales à aluler onvergent vers
les intégrales orrespondantes alulées sur (12S
n−1, can); voir [3℄ pour
les détails). Enn, les métriques gk n'ont pas plus de n − 1 valeurs
propres prohes de n ar sinon, d'après [5℄, les variétés (Sn, gk) on-
tiendraient une sous partie Gromov-Hausdor prohe de (Sn−1, can);
or une demi-sphère de dimension n − 1 ne peut ontenir une partie
Gromov-Hausdor prohe de la sphère (Sn−1, can). On remarquera
toutefois que la p-ième valeur propre λkp de la variété (M, gk) reste
bornée par une fontion de p (pour p quelonque) lorsque k tend vers
l'inni ar les fontions propres radiales pour le problème de Neuman
de la demi-sphère de dimension n−1 permettent de onstruire, omme
préédemment, une famille presque L2-orthonormée de fontions tests
surM dont les quotients de Rayleigh pour la métrique gk tendent vers
le spetre pour le problème de Neuman de la demi-sphère de dimension
n−1. On onlut alors par le prinipe du min-max.
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